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概要

2017年 S研夏の学校のための（副読本）ノート．テキスト [1, 2]を読んだことを

前提とする．
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1 ディラック方程式とワイル方程式

最初に，真空中の相対論的なフェルミ粒子の量子力学的運動方程式であるディラック方

程式と，その粒子質量が零の場合のワイル方程式を示しておく．その導出や解の基本的性

質，量子化についてはアドバンストな量子力学 [3]や場の量子論 [4]のテキストを参照し

てほしい．

2 固体中のディラック・ワイル電子

零ギャップ・ディラック電子は様々な系（グラフェン，有機導体，トポロジカル絶縁体

表面，あるいは量子ホール転移点など）で現れることが知られている．零ギャップという

ことは，ある運動量 k0 においてバンドが縮退しているということであり，その点（運動

量）をディラック点と呼んでいる．

2.1 PT対称性とディラック点

さて，そもそも何故縮退（ディラック点）が生じるのであろうか．一般には，その点 k0

において何か対称性があり，[U,H(k0)] = 0, その対称操作 U に対して異なるパリティ

をもつ状態同士は縮退が生じても良い．すなわち，ハミルトニアン H(k0)と対称操作 U

の同時固有状態 |k0, α⟩と |k0, β⟩, U |k0, α⟩ = α|k0, α⟩, U |k0, β⟩ = β|k0, β⟩, に対して，
⟨k0, α|H|k0, β⟩ ∝ δαβ ということであるが，このとき，|k0, α⟩ と |k0, β⟩ は縮退しても
良い．
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ただし，この議論は，単に縮退「しても良い」と言っているだけに過ぎず，一般には摂

動 V , ⟨k0, α|V |k0, α⟩ ̸= 0もしくは ⟨k0, β|V |k0, β⟩ ̸= 0, を加えることで縮退が解消する

ような偶然縮退であり，実際の物質で安定に実現するようなものではない．そうではな

く，摂動に対しても安定に存在し続ける“トポロジカルな”縮退点をディラック点と呼ん

でいる．その安定化機構は空間次元や対称性によって様々であるが，２次元空間における

ディラック点については以下の定理が基本的である．

PT対称性とディラック点� �
系が空間反転 (P) と時間反転 (T) を組み合わせた PT 対称性をもっているとき，

(PT )2 = 1であれば２次元におけるディラック点（３次元におけるディラック線）は

トポロジカルに安定である．� �
(PT )2 = 1というのは，物理的には，スピン軌道相互作用が無視できるということである．

この時にはスピン自由度を無視したスピンレス電子系を考えれば十分であり，(PT )2 = 1

である．

証明—

運動量空間中の任意の周回経路 C によるベリー位相 γ[C]

γ[C] =

∮
C

dk · trA(k), (1)

を導入する．ここで，ベリー接続 A(k) は，占有状態（価電子帯）|k, α⟩, H(k)|k, α⟩ =
Eα(k)|k, α⟩, を用いて

[A(k)]αβ = −i⟨k, α|∂k|k, β⟩, (2)

と定義される．なお，経路 C 上ではギャップは閉じていないとする．もしギャップが閉

じていると，その点において占有状態の定義が曖昧になり，ベリー位相が定義できなくな

る．後に示すように，(PT )2 = 1 のとき，γ[C] mod 2π は 0 か π の２値に量子化され

る．これは，運動量空間中の経路は自明なもの (γ[C] = 0) と非自明なもの (γ[C ′] = π)

の２種類があり，これらは連続的には移り変わらない（摂動に対して安定）ということを

意味する．また，経路を連続的に変形してもベリー位相は不変である．一方，上で述べた

通り，ギャップが閉じている点はベリー接続における特異点であり，この点を横切る時に

はベリー位相は値が跳んでも良い．すなわち非自明な経路 C ′ とは，図 1 に示すように，

ディラック点を囲んでいるものである．同時に，ベリー位相はディラック点を保護してお
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図 1 自明な経路 C とディラック点を囲む非自明な経路 C′．

り，摂動を加えてもディラック点は安定に存在し続ける．

γ[C]はベリー“位相”と呼ばれる通り，2π の整数倍の不定性がある．これは以下に述

べるように，ゲージ自由度に起因する．N 個の占有状態全ての線形結合を取り直す U(N)

ゲージ変換を考える．|k, α⟩ → |k, α′⟩[g(k)]α′α, g(k) ∈ U(N). この変換に対して基底状

態は不変である*1．つまり，物理的に意味のある量は全てゲージ変換に対して不変でなけ

ればならない．ベリー接続はゲージ変換に対して

A(k)→ g(k)†A(k)g(k)− ig(k)†∂kg(k), (3)

trA(k)→ trA(k) + ∂k arg det g(k), (4)

と変換され，γ[C]は 2π の整数倍だけ値を変える（不定性がある）．このように γ[C]自体

はゲージ不変ではないが，γ[C] mod 2π はゲージ不変である．

それでは，(PT )2 = 1 のときにベリー位相が量子化されることを示そう．状態は PT

（反ユニタリー）により

|k, α⟩ → |k, α⟩ = PT |k, α⟩ = |k, α′⟩[UPT (k)]α′α, (5)

と変換される．|k, α′⟩も占有状態である．ここで [UPT (k)]αα′ = ⟨k, α|PT |k, α′⟩はユニ
タリー行列である．さらに，(PT )2 = ±1から，

[UPT (k)]αα′ = ⟨k, α|k, α′⟩
∗
= (PT )2⟨k, α′|k, α⟩ = (PT )2[UPT (k)]α′α, (6)

であり，(PT )2 = 1のときにはUPT (k)は対称ユニタリー行列である．一方，(PT )2 = −1
のときには反対称ユニタリー行列であり，

detUPT (k) = [Pf UPT (k)]
2
, |Pf UPT (k)| = 1, (7)

*1 基底状態の N 体波動関数は ψ(x1, · · · ,xN ) = det⟨xi|k, α⟩ → det⟨xi|k, α′⟩[g(k)]α′α =

det⟨xi|k, α⟩det g(k) = ψ(x1, ·,xN )eiφ [2].
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という関係が成り立つ*2．

PT対称性のため，ベリー接続は [A(k)]αβ = −i⟨k, α|∂k|k, β⟩
∗
すなわち

A(k)∗ = −UPT (k)
†A(k)UPT (k) + iUPT (k)

†∂kUPT (k), (13)

という関係式を満たす．さらに，⟨k, α|k, β⟩ = δαβ より得られる ⟨k, α|
←−
∂k|k, β⟩ +

⟨k, α|∂k|k, β⟩ = 0より，

A(k) = A(k)†, (14)

であるから，

trA(k) = −1

2
∂k arg detUPT (k), (15)

となる*3．(PT )2 = −1のときには，UPT (k)は反対称ユニタリー行列であったから，

trA(k) = −∂k arg Pf UPT (k), (16)

となり，γ[C]は経路 C を一周したときの偏角の変化分，すなわち，2πの整数倍である．*4

*2 パフィアン (Pf)は 2n× 2n反対称行列に対して定義される．これは場の理論のウィックの定理と関係が
ある．一体のフェルミ粒子の演算子 A1, · · · , A2n の自由場での期待値は

⟨A1 · · ·A2n⟩0 = Pf (⟨AiAj⟩0) , (8)

である．右辺は左辺をウィックの定理で展開したものである．B を 2n × 2n の反対称行列とするとき，
n = 1の場合には

Pf B = B12, (9)

n = 2の場合には

Pf B = B12B34 −B13B24 +B14B23, (10)

となる．また，以下の公式が成り立つ．

detB = (Pf B)2, (11)

Pf
(
CTBC

)
= det (C) Pf (B) , (12)

ここで C は任意の 2n× 2n行列である．
*3 tr(U†∂U) = ∂ tr lnU . tr ln = ln det.
*4 実際には detUPT (k) = 1である．これを示すために，クラマース対を区別するラベル I, IIを導入して

PT |kIα⟩ = +|kIIα⟩, (17)

PT |kIIα⟩ = −|kIα⟩, (18)

とゲージを定めると，

UPT (k) = ϵ⊗ ϵ⊗ · · · ⊗ ϵ, detUPT = 1, ϵ =

(
0 −1
1 0

)
, (19)

となる [5]．行列式はゲージ（基底のとり方）によらないから，常に detUPT (k) = 1である．
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故に，ベリー位相は必ず零になる;

γ[C] = 0 mod 2π, for (PT )2 = −1, (20)

一方，(PT )2 = +1のときにはこのような制限はないので，γ[C]は detUPT (k)の偏角が

経路 C を一周したときの変化分の 1/2であり，

γ[C] = 0 or π mod 2π, for (PT )2 = +1, (21)

が示される．また，(PT )2 = +1のときにディラック点が安定であり，(PT )2 = −1のと
きにはそうではない，ということは，PT対称性で保護されたディラック点はスピン軌道

相互作用によりギャップを生じることを示唆する．

最後に，ベリー位相の値を実際に計算して確認しよう．まず，自明な経路 C は連続変形

して点に縮められるので，明らかに γ[C] = 0である．次にディラック点を周る経路 C ′ に

よるベリー位相を求める．ディラック点のごく近傍においてハミルトニアンはミニマルな

H(k) =

(
0 kn−
kn+ 0,

)
, n ∈ N, (22)

というものを考えれば十分である．一般のディラック点はここからの摂動と解釈すれば良

い（摂動ではベリー位相は変わらない）．PTは PT = σxK, (PT )2 = +1と表現される．

エネルギースペクトルは E(k) = kn であり，占有（負エネルギー）状態の固有ベクトルは

|k⟩ = 1√
2

(
1

−einϕk

)
, (23)

の形に与えられる．ここで ϕk は kのなす角である．ベリー位相は

γ[C ′] =
n

2

∮
C′
dk · ∂ϕk

∂k
= nπ, (24)

と求められる．したがって，n が奇数であれば γ[C ′] = π mod 2π であり，ディラック

点は安定であることを実際に確認できた．一方で n が偶数のディラック点は γ[C ′] = 0

mod 2π であり，少なくとも PT 対称性では保護されていない不安定なものである．な

お，実際には n = 2のディラック点 (quadratic band touching)は，二層グラフェンを含

む多くの系で存在するが，これを安定化するにはもう少し別な対称性が必要であることを

次節で議論する．

—証明終
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図 2 ブリルアン域の境界を周る経路 I–II–III–IV. b1 と b2 は基本逆格子ベクトル．

また，同時に，ディラック点の個数について以下の制限があることが分かる．

ディラック点の個数� �
周期系におけるディラック点の個数は偶数個である．� �
証明には，ブリルアン域 (BZ)の境界 (∂BZ)を回る経路におけるベリー位相を考える．

γ[∂BZ] =

[∫
I

+

∫
II

+

∫
III

+

∫
IV

]
dk · trA(k). (25)

経路 Iと III, IIと IVは向きは逆であるが等価な経路である．適切なゲージを選ぶと*5，

ハミルトニアンはH(k) = H(k+ bi)という周期性をもつので，ベリー接続も同様の周期

性をもつ．

A(k) = A(k + bi). (28)

したがって，経路 Iの積分は経路 IIIの積分と相殺する．経路 IIと IVも同じである．結

局，γ[∂BZ] = 0となる．ディラック点１つあたりはベリー位相 πを与える．したがって，

その総和が零になるためには，ブリルアン域内に必ず偶数個のディラック点が存在しなけ

ればならない．

*5 一般のゲージの場合には，ハミルトニアンの周期性は B̂i(k)H(k)B̂i(k)
† = H(k + bi), B̂i(k) ∈

U(N +M) であり，状態は |k, α⟩ → B̂i(k)|kα⟩ = |k + bi, α
′⟩[Bi(k + bi)]α′α, Bi(k) ∈ U(N) と

変換され，ベリー接続は

A(k) = Bi(k + bi)
†A(k + bi)Bi(k + bi)− iBi(k + bi)∂kBi(k + bi), (26)

という関係式を満たす．よって

γ[∂BZ] = −
∫ π

−π
dk1

∂

∂k1
arg detB2(k1, π) +

∫ π

−π
dk2

∂

∂k2
arg detB1(π, k2)

= − arg
detB2(+π, π)

detB2(−π, π)
+ arg

detB1(π,+π)

detB1(π,−π)
= 0, (27)

である．最後の等式には Bi(k) = Bj(k + bj)
†Bi(k + bj)Bj(k + bj)を用いる．
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2.2 結晶の (副格子の)対称性によるディラック点

3 カイラル対称性

ハミルトニアンと反交換するユニタリー演算子 Γが存在するとき，系はカイラル対称性

をもつと言い，Γはカイラル演算子と呼ばれる．

{Γ,H} = 0. (29)

これより直ちに，エネルギー Eα の状態 |α⟩ が存在するとき，必ず逆符号のエネルギー
(−Eα)の状態 Γ|α⟩が構成できることが分かる; H(Γ|α⟩) = −Eα(Γ|α⟩). すなわち，エネ
ルギースペクトルは正負対称である．一度演算するとエネルギーが負になるということか

ら，位相を適当に選ぶと

Γ2 = 1, (30)

とできる．このとき，Γの固有値（カイラリティ）は ±1であり，ゼロエネルギー状態は
Γの固有状態である．すると，

tr Γ =
∑
α

⟨α|Γ|α⟩ = N+ −N−, (31)

は正カイラリティの零モード数と負カイラリティの零モード数の差を与える．これは零次

元のトポロジカル不変量とみなせる．

3.1 トポロジカル不変量

ハミルトニアンがパラメータ kをもっているとする; H(k)．kは例えば運動量である．

このとき，

W =

∮
dk · tr

[
ΓH(k)−1∂kH(k)

]
∈ Z, (32)

はトポロジカル不変量である [6]．但し積分経路上にはノード（エネルギーの零点）はな

いものとする．

k を運動量とし，W ̸= 0のとき，系の端には |W |個のゼロエネルギー状態が存在する
[7, 8]．
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4 ランダウ準位

2次元のディラック電子

H(k) =

(
m vxkx − ivyky

vxkx + ivyky −m

)
= vxkxσx + vykyσy +mσz, (33)

を考える．また，m→ vzkz と置き直すと，これは 3次元ワイル電子を表す．なお，

H̃(k) = vxkxσy − vykyσx +mσz, (34)

と表されることもあるが，H と H̃ は等価である．すなわち，(擬)スピン σを z 軸周りに

−π/2だけ回転してやると，H(k) = UH̃(k)U , U = exp(iσzπ/4)である．

ディラック・ワイル電子のランダウ準位� �
z 軸方向に磁場 B を印加するとランダウ準位

E0 = −χm, En = ±
√
m2 + ℏ2ω2

cn, n ∈ N, (35)

が形成される．ここで, χ = sgn(vxvyB) であり，サイクロトロン振動数は ωc =√
2 |vxvyB| e/(ℏc)で定義される．単位面積あたりの各々の準位の縮退度は |B|/Φ0,

Φ0 = hc/eで与えられる．� �
以下でこれの導出をする．磁場により，Bez = ∇ ×A, Az = 0, を満たすベクトルポ

テンシャルが生じる．ハミルトニアンは

H = vxσxΠx + vyσyΠy +mσz, (36)

となる．ここで，Πi は以下で定義される共変運動量である．

Πi = −iℏ∂i +
e

c
Ai. (37)

Πは次の交換関係を満たす．

[Πx,Πy] = −iℏeB/c. (38)

更に，次を定義する．

Π± =
vxΠx ± ivyΠy√

|vxvy|
, (39)
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交換関係は

[Π−,Π+] = 2ℏe |B|χ/c, (40)

となる．χ = sgn(vxvyB)はカイラリティなどと呼ばれる．Π± を用いてハミルトニアン

を表すと

H =

(
m

√
|vxvy|Π−√

|vxvy|Π+ −m

)
. (41)

また，Π± を用いて数固有状態 a†a|n⟩ = n|n⟩, n = 0, 1, 2, · · · , を導入できる．その生成
消滅演算子は

a =
Π−χ√
2ℏe|B|/c

, a† =
Π+χ√
2ℏe|B|/c

, (42)

と定義され，以下を満たす．

[a, a†] = 1, a|n⟩ =
√
n|n− 1⟩, a†|n⟩ =

√
n+ 1|n+ 1⟩, (43)

さて，カイラリティが正 (χ = +)のとき，ハミルトニアンは

H =

(
m ℏωca

ℏωca
† −m

)
, ωc =

√
2|vxvyB|e/(ℏc) =

√
4π|vxvyB|/Φ0, (44)

と表される．上式より，固有状態は u±
n ∝ (α±

n |n− 1⟩, β±
n |n⟩)T, n ∈ N, の形を持つこと

が分かる．ただし，基底状態だけは特別である．基底状態 u0 = (0, |0⟩)T のエネルギー
E0 は

E0 = −m, (45)

と求められる．励起状態に対するハミルトニアンは

Hn =

(
m ℏωc

√
n

ℏωc
√
n −m

)
, (46)

と簡約され，エネルギーは

En = ±
√
m2 + ℏ2ω2

cn, n ∈ N, (47)

であり，その固有ベクトルは (α±
n , β

±
n )T である．励起状態は必ず正負エネルギーが対に

なって現れるのに対して，基底状態はただ一つだけしか無いことが特徴である．
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次にカイラリティが負 (χ = −)の場合を考える．ハミルトニアンは

H =

(
m ℏωca

†

ℏωca −m

)
, (48)

であり，正カイラリティのとき (44)と転置行列の関係になっている．基底状態は今度は

u0 = (|0⟩, 0)T であり，そのエネルギーは

E0 = m, (49)

と符号が逆になる．励起状態は u±
n ∝ (α±

n |n⟩, β±
n |n− 1⟩)T であり，ベクトルの形は変わ

るが，エネルギースペクトルは

En = ±
√
m2 + ℏ2ω2

cn, (50)

であり，正カイラリティのときと同じである．

正負カイラリティ両方の場合において，ランダウ準位のエネルギースペクトルは

E0 = −χm, En = ±
√
m2 + ω2

cn, n ∈ N, (51)

とまとめられる．

ディラック電子系がギャップレス (m = 0) のときには，ランダウ準位に E0 = 0 の零

モードが存在するが，これは以下の意味で特別である．

零モードの安定性� �
零ギャップ (m = 0)ディラック電子のランダウ準位の零モード (零エネルギー)はカ

イラル対称性 ({σ,H} = 0) で保護されており，カイラル対称な摂動が加わっても，

零エネルギーであり続ける．� �
より具体的には，指数定理

N+ −N− = − 1

2Φ0

∫
d2xϵijFij = −

Φ

Φ0
, (52)

と関係がある [2]．右辺は磁束の本数，すなわち，ランダウ準位の縮退度を表している．こ

れは，磁場が正（負）であれば，負（正）カイラリティのゼロエネルギー・ランダウ準位

が存在することを意味する．

5 ディラック電子の超伝導

ディラック電子系で超伝導が生じると，たとえ対ポテンシャルが s波スピンシングレッ

トであっても非自明な超伝導となりうる．
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5.1 s波超伝導におけるマヨラナ磁束

まずはトポロジカル絶縁体の表面に現れる２次元の零ギャップ・ディラック電子を考え

よう．

H2D
D0 (k) = vF(kxσy − kyσx). (53)

σ はスピンである．超伝導状態は BdGハミルトニアン

HBdG(k) =

(
H2D

D0 (k)− µ ∆(k)
∆(k)† −

[
H2D

D0 (k)− µ
])

= τ3
[
H2D

D0 (k)− µ
]
+ τ1Re∆(k)− τ2Im∆(k), (54)

で記述される．ただし，基底は (c↑(k), c↓(k), c
†
↓(−k),−c

†
↑(−k)) と並べている. 以下で

は，s波スピンシングレット超伝導 ∆(k) = ∆σ0 ∈ Rを考える．これは一見では普通の
自明な超伝導体である．それを確認するために，常伝導状態を対角化する基底に移る．常

伝導状態 H2D
D0 (k)を対角化する行列を U(k)とすると，

U(k)†H2D
D0 (k)U(k) =

(
vFk 0
0 −vFk

)
, k =

√
k2x + k2y, (55)

であるから，

Ũ(k)†HBdG(k)Ũ(k) =


vFk − µ 0 ∆ 0

0 −vFk − µ 0 ∆
∆ 0 −vFk + µ 0
0 ∆ 0 vFk + µ

 , (56)

Ũ(k) =

(
U(k) 0
0 U(k)

)
, (57)

と表せる．エネルギースペクトルは

E(k) = ±
√

(±vFk − µ)2 +∆2, (58)

と与えられる．トポロジカル相転移（ギャップが閉じる）は無く，自明な超伝導状態で

ある．

上で見たように，これは自明な超伝導体であるが，実は磁束にはマヨラナ粒子が現れ

る．原点に磁束があるとすると，対ポテンシャルの空間依存性は

∆(x) = ∆(r)e±iϕ, (59)
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と与えられる．このとき，BdG方程式の零エネルギー解 ψ±
0 (x)が任意の µに対して存在

する [9, 10]．実際にそれを示すには µ = 0を考えれば十分である．ゼロエネルギーの角

度依存しない解は以下のように構成できる．

ψ±
0 (x) = exp

[
∓
∫ r

0

dr′
∆(r′)

vF

]
χ±, (60)

χ+ =
(
1, 0, 0, 1

)T
, χ− =

(
0, 1, 1, 0

)T
. (61)

すなわち，s波スピンシングレット超伝導であるにも関わらず，磁束にはマヨラナ粒子が

創出する．

このマヨラナ粒子は電子正孔対称性により保護されており，摂動に対して安定である．

これは化学ポテンシャル µのシフトに対しても安定である（任意の µに対して解が存在

する）ことを意味する．なお，µ = 0の場合には同時にカイラル対称性 (Γ = σzτ3)も存

在するので，マヨラナ粒子の存在は指数定理 (N+ −N− =磁束の本数)(52)と関係がある

と思われる．

5.2 s超伝導＋ゼーマン

さらにゼーマン効果を考えよう．これは例えば，トポロジカル絶縁体に磁性元素をドー

プするなどして作られた磁性トポロジカル絶縁体に s波超伝導体を接合したような系であ

る．ハミルトニアンは

HBdG(k) =

(
H2D

D0 (k) + h · σ − µ ∆
∆ −H2D

D0 (k) + h · σ + µ

)
, (62)

と与えられる．ゼーマン項 h · σ により，電子と正孔を対角化する行列に違いが生じる．
そのずれに応じて，常伝導状態を対角化する基底における対ポテンシャルには，スピン 3

重項の成分が誘起される．

5.2.1 h ∥ z
エネルギースペクトル

E(k)2 = v2Fk
2 + µ2 +∆2 + h2z ± 2

√
k2µ2 + (µ2 +∆2)h2z, (63)

にはゼロ点がない．すなわち，自明な超伝導状態である．ただし，前節で議論したマヨラ

ナ磁束 (Sato-Fu-Kane状態)は現れる．
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5.2.2 h ∥ x
h ∥ xのときは yz 面（端）に鏡映対称性で保護されたマヨラナ粒子が１つ現れる．

xz 面は磁気鏡映面である．すなわち，Γ[σv] = σyτ2 により，磁気鏡映面においてカイ

ラル演算子が定義される;

{Γ[σv],HBdG(kx, 0)} = 0. (64)

カイラル基底に移ると，

U†
Γ[σv]

HBdG(k)UΓ[σv] =

(
0 q(k)

q(k)† 0

)
, (65)

q(k) =

(
vFkx − µ− i∆ −ihx

ihx −kx − µ+ i∆

)
, (66)

det q(k) = −k2x + µ2 +∆2 − h2x + i2kx∆, (67)

したがって，h2x > µ2 +∆2 であれば，トポロジカル相である;

W [σv,x] =

∫ ∞

−∞

dkx
2π

∂

∂kx
arg det q(k) = sign(∆)θ(h2x − µ2 −∆2). (68)

すなわち，yz 面 (端) に磁気鏡映対称性で保護されたマヨラナ粒子が現れる．なお同

時に，電子正孔対称性で保護された Z2 トポロジカル不変量 ν も非自明になってい

る; (−1)ν = (−1)W [σv,x]. したがって，h に y 成分が生じても，ギャップが消失し

ない限りはトポロジカル相であり続ける．z 軸周りの回転対称性を考慮すると，結局，

h2x + h2y > µ2 +∆2 であれば，マヨラナを１つもつトポロジカル超伝導であることが分

かる．

5.3 スピン３重項・ギャップレス超伝導

付録 A 計量

直交座標系においては (xµ)と (xµ+dxµ)の 2点間の距離（の 2乗）ds2 = dx2+dy2+dz2

は回転（および反転）に対して不変な量である．一方，球座標系においては ds2 =

dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2 が不変量になる．あるいは，時空座標系（ミンコフスキー）に

おいてローレンツ変換に対して不変な量は ds2 = dx2 + dy2 + dz2 − c2dt2 である．した
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がって，これらをまとめて，一般の時空座標系における 2点間の“距離”

ds2 = gµνdx
µdxν , gµν = gνµ, (69)

を定義する．ただし，必ずしも正にはならない．対称テンソル gµν は計量と呼ばれる．し

ばしば

dxµ = gµνdx
ν , dxµ = gµνdxν , g

µν = (g−1)µν , ∂µ =
∂

∂xµ
, (70)

と表す．

下に幾つか例を述べよう．

A.1 直交座標系

ds2 = dx2 + dy2 + dz2, (71)

gij = δij , (72)

A.2 斜交座標系

斜交座標系を考える．その基底ベクトルを ei, ei · ej ̸= 0とすると，斜交座標系におけ

る任意の点は x = xiei である．したがって，2点間の距離は

ds2 = dx · dx = gijdx
idxj , gij = ei · ej . (73)

A.3 球座標系

ds2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2, (74)

grr = 1, gθθ = r2, gϕϕ = r2 sin2 θ. (75)

このように，計量が座標依存する系を曲線座標系と呼ぶ．
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A.4 局所慣性系

x0 = ctとする．計量は 2つの符号の決め方がある．

その１：

ds2 = −(x0)2 + dx2 + dy2 + dz2, g00 = −1, gii = 1, (76)

その２：

ds2 = (x0)2 − dx2 − dy2 − dz2, g00 = 1, gii = −1. (77)

以下では光速を c = 1とする．四元座標ベクトルとベクトルポテンシャル

(xµ) = (x0, x1, x2, x3) = (ct, x, y, z), (Aµ) = (ϕ/c,Ax, Ay, Az), (78)

とし，計量は

(gµν) = (gµν) = diag (+−−−) , (79)

と決める．

(Aµ) = (ϕ/c,Ax, Ay, Az) = (ϕ/c,−Ax,−Ay,−Az), (80)

電場 E = −∂tA−∇ϕと磁場B = ∇×A:

Ei/c = ∂0Ai − ∂iA0, Bi = ϵijk∂jA
k. (81)

電流密度： (jµ) = (cρ, jx, jy, jz).

場の強さ： Fµν = ∂µAν − ∂νAµ.

F 0i = −F i0 = −F0i = Fi0 = −Ei/c, (82)

F ij = −F ji = Fij = −Fji = −ϵijkBk. (83)

マクスウェル方程式：

∂νF
νµ = µ0j

µ, ∂ν F̃
νµ = 0, F̃µν = ϵµνρσFρσ/2, (84)

ラグランジアン密度L = LEM + Lint:

LEM = − 1

4µ0
FµνF

µν =
ϵ0E

2

2
− B2

2µ0
, (85)

Lint = −jµAµ. (86)
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マクスウェル方程式:

∂L

∂Aµ
− ∂ν

∂L

∂∂νAµ
= 0, (87)

なお，S → −S としても変分原理は変わらないので，全体に負符号が付いている流儀が
あるので注意．

付録 B Chern-Simon項

B.1 2+1次元 → 1+1次元

ベリー接続：

ai(k) = −iψ(k)†
∂ψ(k)

∂ki
, ψ(k) = (|k, 1⟩, · · · , |k, N⟩), (88)

ベリー曲率：

fij(k) =
∂aj(k)

∂ki
− ∂ai(k)

∂kj
. (89)

第 1チャーン数：

C1 =

∫
d2k

2π
trfxy(k) ∈ Z, (90)

量子ホール伝導率：

σxy = C1
e2

h

natural unit−−−−−−−−→ C1
e2

2π
. (91)

j = −C1
e2

h
ez ×E, (92)

∂ρ

∂t
= −∇ · j = −C1

e2

h
∇×E = C1

e2

h

∂B

∂t
, (93)

より，ρ− C1e
2B/hが保存量になる．これはすなわち，

ρ = ρ|B=0 + C1
e2

h
B, (94)
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チャーン・サイモン項:

S2+1
CS =

∫
dtd2x

C1

2

e2c

h
ϵµνρAµ∂νAρ, (95)

電流：

jµ = −δSCS

δAµ
= −C1

e2c

h
ϵµνρ∂νAρ, (96)

ρ = C1
e2

h
B, jx = C1

e2

h
Ey, j

y = −C1
e2

h
Ex, (97)

次元縮小化：

Aµ(t, x, y)→ Aµ(t, x), (98)

A2(t, x, y)→ ℏϕ(t, x)
eLy

mod
ℏ
eLy

2π, (99)

S2+1
CS →

∫
dtdxC1ϕ

ec

2π
ϵµν∂µAν =

∫
dtdx

θ

2π
eE = S1+1

θ , (100)

空間反転により E → −E となるので，θ が力学変数ならば，空間反転により θ → −θ と
なる．

ρ = −1

c

δSθ

δA0
= −e∂1θ

2π
, j = − δSθ

δA1
= e

θ̇

2π
, (101)

マクスウェル方程式

∇ · P = −ρ, (102)

より，

P =
θ

2π
e mod C1e. (103)

もし系が空間反転対称性をもつなら P = −P mod C1eなので，

P = 0 or
C1

2
e mod C1e. (104)
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B.2 4+1次元 → 3+1次元 → 2+1次元

ベリー接続：

ai(k) = −iψ(k)†
∂ψ(k)

∂ki
, ψ(k) = (|k, 1⟩, · · · , |k, N⟩), (105)

ベリー曲率：

fij(k) =
∂aj(k)

∂ki
− ∂ai(k)

∂kj
+ i[ai(k), aj(k)], (106)

第 2チャーン数：

C2 =
1

32π2

∫
d4kϵijkltr [fij(k)fkl(k)] ∈ Z, (107)

(以下ではガウス単位系)

(Aµ) = (ϕ,A), F 0i = −Ei, F
ij = −ϵijkBk, (108)

チャーン・サイモン項:

S4+1
CS =

∫
dtd4x

C2αe

24π2ℏc
ϵµνρστAµ∂νAρ∂σAτ , α =

e2

ℏc
=

1

137
. (109)

電流：

jµ = c
δSCS

δAµ
=
C2αe

8π2ℏ
ϵµνρστ∂νAρ∂σAτ =

C2αe

32π2ℏ
ϵµνρστFνρFστ , (110)

jz =
C2αe

4π2ℏ
(EwBxy + EyBwx + ExByw) , (111)

次元縮小化 [11]：

Aµ(t, x, y, z, w)→ Aµ(t, x, y, z), µ = 0, 1, 2, 3, (112)

Aw(t, x, y, z, w)→ ℏc
eLw

ϕ(t, x, y, z), ϕ ∈ [−π, π), (113)

S4+1
CS →

∫
dtd3x

θα

8π2
ϵµνρσ∂µAν∂ρAσ =

∫
dtd3x

θα

32π2
ϵµνρσFµνFρσ

= −
∫
dtd3x

α

4π

θ

π
E ·B = S3+1

θ , (114)
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C2ϕ(t, x, y, z) = θ(t, x, y, z).

jµ = c
δSθ

δAµ
=

αc

4π2
ϵµνρσ∂νθ∂ρAσ, (115)

ρ = −∇ · α
4π

θ

π
B, P =

α

4π

θ

π
B, (116)

j =
α

4π2

∂θB

∂t
+

αc

4π2
∇× (θE), (117)

マクスウェル方程式

δj/c = ∇×M + ∂0P , (118)

δj は誘起された電流であり，(117)式においては j そのものである．

量子化電気磁気応答：

P =
α

4π

θ

π
B, (119)

M =
α

4π

θ

π
E. (120)

z < 0にトポロジカル絶縁体，z > 0が真空とすると，

θ = πθ(−z), ∂µθ = −πδ(z)δµ3, (121)

S3+1
θ = −

∫
dtd3x

α

8π2
ϵµνρσAν∂µθ∂ρAσ =

∫
dtd2x

α

8π
ϵµνρAµ∂νAρ = S2+1

CS |C1=1/2,

(122)

表面半整数量子ホール効果：

σxy =
1

2

e2

h
. (123)

付録 C 結晶における電気分極

古典電磁気学によれば，電気分極 P は微視的な電荷分布 ρ(x)の単位体積あたりの電気

双極子（１次モーメント）として定義される;

P =

∫
d3x

V
xρ(x). (124)
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しかし，結晶中においてはその周期性から P は任意の値をとり得るわけではないことに

注意しなければならない．以下，議論の簡単のために格子定数 aの１次元結晶を考える．

結晶中の電荷分布は周期関数であるから，ρ(x) = ρ(x−ma), m ∈ Zであり，

P =

∫
dx

L
xρ(x) =

∫
dx

L
xρ(x−ma) =

∫
dx

L
(x+ma)ρ(x) = P +

mQ

Ncell
, (125)

でなければならない．ここで Qは全電荷である．これはすなわち，P それ自体ではなく

P mod Q/Ncell が well-definedであることを意味する．Q/Ncell は単位胞あたりの電子

数であり，Q/Ncell = −eN , N :(価電子帯の数), である．

次に，量子論における電気分極の表式を導く．場の演算子 ψ(x) はブロッホ波動関数

N
−1/2
cell eikxukα(x), e

−ikxHeikxukα(x) = Eα(k)ukα(x)を用いて

ψ(x) =
1√
Ncell

∑
kα

eikxukα(x)ckα, ukα(x+ a) = ukα(x),

∫ a/2

−a/2

dx|ukα(x)|2 = 1,

(126)

と展開される (αはバンド指標)ので，電子の電荷を −eとして，

P =
−e
L

∫
dxψ(x)†xψ(x) =

−e
NcellL

∑
kαk′α′

∫
dxe−i(k−k′)xukα(x)

∗xuk′α′(x)c†kαck′α′

=
−e

NcellL

∑
kαk′α′

∫
dx(−i)e

−i(k−k′)x

∂k′
ukα(x)

∗uk′α′(x)c†kαck′α′

=
−e

NcellL

∑
kαk′α′

∫
dxe−i(k−k′)xukα(x)

∗i
∂uk′α′(x)

∂k′
c†kαck′α′

=
−e

NcellL

∑
kαk′α′

Ncell∑
n=1

e−i(k−k′)na

∫ a/2

−a/2

dxe−i(k−k′)xukα(x)
∗i
∂uk′α′(x)

∂k′
c†kαck′α′

=
−e
L

∑
kαα′

∫ a/2

−a/2

dxukα(x)
∗i
∂ukα′(x)

∂k
c†kαckα′ , (127)

一体の状態での期待値は，fkα を分布関数として

P = −e
∑
kα

∫ a/2

−a/2

dx

L
ukα(x)

∗i
∂ukα(x)

∂k
fkα, (128)

と与えられることになる．絶対零度での電気分極 P (単位体積あたりの電気双極子) はベ

リー接続 A(k)の U(1)部分と以下の関係がある．

P = e

∫ π/a

−π/a

dk

2π
trA(k), [A(k)]αβ = −i⟨kα| ∂

∂k
|kβ⟩. (129)
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図 3 経路 C と離散点 ki=0,··· ,M−1. M = 6の場合．

これが量子論における電気分極の表式である．

ベリー接続は U(N) ゲージの自由度があることに注意する．これは，全ての占有

状態の線形結合を取り直しても，スレーター行列式は不変であることに対応する．

|kα⟩ → |kα′⟩[g(k)]α′α, g(k) ∈ U(N) とゲージ変換すると, A(k) → g(k)†A(k)g(k) −
ig(k)†∂kg(k), すなわち，

trA(k)→ trA(k) +
∂

∂k
arg det g(k), (130)

P → P + eN, (131)

であり，P でなく，P mod eがゲージ不変な物理量である．

付録 D ウィルソンループ

U(N)ウィルソンループ� �
U(N)ベリー接続A(k)の周回経路 C における U(N)ウィルソンループW [C]

W [C] = P exp

[
i

∮
C

dk ·A(k)

]
= lim

M→∞
F0,1 · · ·FM−1,0 ∈ U(N), (132)

の対角和及び行列式はゲージ不変である．ここで [Fi,j ]αβ = ⟨kiα|kjβ⟩ は経路
C : k = k(t), t ∈ [0, 1]を ki = k(i/M), i = 0, · · · ,M − 1のM 個に離散化した点

上 (図 3参照)で定義される．� �
証明—

まずは

Pexp

[
i

∮
C

dk ·A(k)

]
= lim

M→∞
F0,1 · · ·FM−1,0, (133)
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を示しておこう．

[Fi,i+1]αβ = ⟨kiα|ki+1β⟩ ≈ δαβ + ⟨kiα|∂k|kiβ⟩ · dk = [1 + iA(ki) · dki]αβ , (134)

ここで dki = ki+1 − ki. よって

F0,1 · · ·FM−1,0 =
M−1∏
i=0

[1 + iA(ki) · dki] ≈
M−1∏
i=0

exp [iA(ki) · dki] . (135)

ki を順に並べ替える経路順序積を Pとすると，

lim
M→∞

F0,1 · · ·FM−1,0 = Pexp

[
i lim
M→∞

M−1∑
i=0

A(ki) · dki

]
, (136)

となり，(133)式が示される．

U(N)ゲージ変換 |k, α⟩ → |k, α′⟩[g(k)]α′α, g(k) ∈ U(N)により，

Fi,j → g(ki)
†Fi,jg(kj), (137)

であるから，ゲージ変換によりウィルソンループは

W [C]→ g(k0)
†W [C]g(k0), (138)

と変換される．したがって，trW [C]と detW [C]はゲージ不変である．

定義より，ベリー位相 γ[C] =
∮
C
dk · trA(k)は

γ[C] = −itr lnW [C] = −i ln detW [C], (139)

と計算できるが，これはベリー位相の便利な数値計算法をも与えている．

離散和によるベリー位相の近似� �
ベリー位相 γ[C]は十分大きなM を用いて

γ[C] ≈ Im

M−1∑
i=0

ln detFi,i+1, (140)

と近似できる．� �
上の表式はゲージ不変性を自明に満たしており，数値計算に都合が良い．数値計算では

行列 H(k) を数値対角化し，得られた固有ベクトルを用いて Fi,j を計算する．ただし，

H(ki)と H(kj)はまったく独立に対角化されるので，それぞれ全く異なるゲージのもと
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での固有ベクトルが得られる．したがって，ゲージ不変な量のみが数値計算可能である．

一方，元々の表式を離散化した

γ[C] =

∮
C

dk · trA(k) ≈ −i
M−1∑
i=0

tr
Fi,i+1 − 1

dki
, (141)

は有限のM に対してゲージ不変ではなく，数値計算には適さない．

一つの応用例として，電気分極の数値計算がある [12]．電気分極は (129)式より，積分

経路をブリルアン域を渡る周回経路に採ることで

Pi = e

∫∫
dkj
2π

dkk
2π

∫
dki
2π

trAi(k) ≈ e
∫∫

dkj
2π

dkk
2π

M−1∑
i=0

ln detFi,i+1, (142)

と計算できる．ここで i ̸= j ̸= k ̸= iであり，[Fi,i+1]αβ = ⟨kiα|ki+1β⟩|ki=−π/ai+2πi/(Mai)

は (kj , kk)の関数になっている．ai は i方向の格子定数．
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