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1 平均場理論

1.1 平均場ハミルトニアンの導入

二体相互作用をもつフェルミ粒子系を考える．ハミルトニアンは以下の通り．

H = −µc†i ci + c†i tijcj +
1

2
c†i c

†
jVijklckcl (1)

添え字は運動量，スピン，軌道などの自由度を表す．添え字はダミーであり，またフェル

ミオンは反交換するから

Vijkl = −Vjikl = −Vijlk = Vjilk (2)

を満たす．さらに，ハミルトニアンのエルミート性から

tij = t∗ji, Vijkl = V ∗
lkji (3)

という関係式を満たさなければならない．ハミルトニアン (1)は V ̸= 0では特別な場合

を除いて厳密解を求めることは出来ない．簡便な近似法は平均場理論である．すなわち，

二体相互作用を一体の場として近似的に置き換える．どのような平均場を導入するかは目

的に依存する．超伝導状態は以下のような平均場理論で扱えることがバーディーン・クー

パー・シュリーファーによって示された：

Hmf = −µc†i ci + c†i tijcj +
1

2
⟨c†i c

†
j⟩Vijklckcl +

1

2
c†i c

†
jVijkl⟨ckcl⟩ −

1

2
⟨c†i c

†
j⟩Vijkl⟨ckcl⟩

(4)

熱平均 ⟨· · · ⟩には Hmf を用いる．ccや c†c† といった粒子数を保存しない項が現れてしま

うが，上式は二次形式であり，解を求めることができる．こうした粒子数を保存しない

（ゲージ対称性を破る）量 ∆ij = Vijkl⟨ckcl⟩ が超伝導状態の秩序変数なのである．フェ
ルミ粒子の反交換性 cicj = −cjci および式 (2) から ∆ は反対称性をもつ．すなわち，

∆ij = −∆ji を満たすことに注意．

Hmf が二次形式であることを陽に示すために南部表示 c = (c, c†)T を導入すると

Hmf =
1

2
c†

(
ϵ ∆
∆† −ϵ∗

)
c− 1

4
⟨c†i c

†
j⟩∆ij −

1

4
∆†

ij⟨cicj⟩+
1

2
Tr ϵ (5)

とシンボリックに書ける．ここで ϵij = tij − µδij であり，また関係式 (3)を用いている．
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1.2 電子正孔対称性

上式の行列を対角化すれば問題は解けたことになる．この行列の固有値は正と負が常に

対になって現れることを以下に述べる．行列 Aの反ユニタリー変換 A → CAC−1，

C =

(
0 1
1 0

)
K (6)

を考える．K は複素共役をとることを意味する．∆ の反対称性に注意すると，この変換

によって (
ϵ ∆
∆† −ϵ∗

)
→ −

(
ϵ ∆
∆† −ϵ∗

)
(7)

というように負符号が付く．すなわち，正の固有値に対して，絶対値が同じである負の固

有値が必ず存在する．この対称性を電子正孔（荷電共役）対称性と呼ぶ．

1.3 エネルギースペクトル

Hmf を対角化してエネルギースペクトルを得れば問題が解けたことになる．それには(
c
c†

)
=

(
u v
v∗ u∗

)(
γ
γ†

)
(8)

というユニタリー変換をする．これは

ci = uiαγα + viαγ
†
α (9)

c†i = u∗
iαγ

†
α + v∗iαγα (10)

という粒子と正孔を混ぜる特異な変換になっており，ボゴリューボフ変換と呼ばれる．ユ

ニタリー性から以下が成り立つ．

uu† + vv† = 1, uvT + vuT = 0 (11)

また，γ がフェルミ粒子の反交換関係 {γα, γβ} = 0，{γα, γ†
β} = δαβ に従うとし，ユニタ

リー性 (11)を援用すると cのフェルミ統計性を再現する．すなわち，γ はフェルミ粒子

と考えて良い．
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電子正孔対称性から行列の固有値は ±Eα の組として現れる．正の固有値 +Eα に対応

する固有ベクトルを (· · · , uiα, · · · , v∗iα, · · · )T とすると

H =
∑
α

Eαγ
†
αγα +Hc (12)

Hc =
1

2
Tr (ϵ− E)− 1

4
⟨c†i c

†
j⟩∆ij −

1

4
∆†

ij⟨cicj⟩ (13)

とエネルギースペクトルが求められる．対角化される条件を以下に記しておく．

u†ϵu+ vT∆†u+ u†∆v∗ − vTϵ∗v∗ = E (14)

u†ϵv + vT∆†v + u†∆u∗ − vTϵ∗u∗ = 0 (15)

さて，元々のフェルミ粒子 cの平均数
∑

i⟨c
†
i ci⟩は化学ポテンシャル µによって決まる

が，新しいフェルミ粒子 γ は基底状態からの励起を表す粒子（素励起）であり，その粒子

数を指定する理由はなく（γ 粒子の化学ポテンシャルは零），常に変動する．つまり，今考

えている系の基底状態は γ の真空（γα|0⟩ = 0, ∀α）として与えられ，そのエネルギーHc

は凝集エネルギーと呼ばれる．

γ は化学ポテンシャル零のフェルミ粒子であるから，有限温度における分布は

⟨γ†
αγβ⟩ = δαβf(Eα), f(E) =

1

eE/T − 1
(16)

と与えられる．

ここで自由粒子系 ∆ = 0がどのように再現されるか見ておく．Hmf は

Hmf =
1

2
c†

(
ϵ 0
0 −ϵ∗

)
c+

1

2
Tr ϵ (17)

となる．行列 ϵの固有値を ξαとすると，Eα = |ξα|である．すなわち，フェルミ準位より上
ではEα = +ξα，固有ベクトルは (· · · , uiα, · · · , 0, · · · , v∗iα = 0, · · · , 0)，γα = u−1

αi ci，フェ

ルミ準位より下では Eα = −ξα，固有ベクトルは (0, · · · , uiα = 0, · · · , 0, · · · , v∗iα, · · · )，
γα = v∗−1

αi c†i．基底状態 |0⟩は γα|0⟩を満たすから，これはフェルミ準位以下の状態が全
て占められ，フェルミ準位以上の状態は空であるフェルミの海を表している．

1.4 ギャップ方程式

これまでは∆ありきで話を進めてきたが，∆はHmf の範囲で自己無撞着に決まる．∆

の定義と式 (10)から

∆ij = Vijkl⟨ckcl⟩ = Vijkl [ukαvlα(1− f(Eα)) + vkαulαf(Eα)] (18)
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である．反対称性 (2)から

∆ij = Vijklukαvlα tanh
Eα

2T
(19)

とも表現できる．右辺の u, v は∆の関数として決まるから，上式は∆を自己無撞着に決

定する方程式になっている．これをギャップ方程式と呼ぶ．

2 熱力学

自由エネルギーが分かれば比熱や臨界磁場といった熱力学量を求めることができる．ま

ず，ユニタリー性 (11)から，凝集エネルギーが以下のように表せる．

Hc =
1

2
Tr

(
ϵ− E +

u†∆v∗ + uT∆†v

2
tanh

E

2T

)
(20)

超伝導状態における自由エネルギー F は

F = −T Tr ln
(
1 + e−E/T

)
+Hc (21)

エントロピーは

S = −∂F

∂T
= −Tr [f ln f + (1− f) ln(1− f)]− Tr

[
f(E)

∂E

∂T

]
− ∂Hc

∂T
(22)

内部エネルギーは

U =
∑
α

Eαf(Eα) +Hc (23)

比熱は

C =
∂U

∂T

= Tr

[(
E2

4T 2
− E

4T

∂E

∂T

)
sech2

E

2T

− 1

2

∂E

∂T
tanh

E

2T
+

1

2

∂

∂T

(
u†∆v∗ tanh

E

2T

)]
(24)

ここで，

∂E

∂T
= 2ReTr

(
u† ∂∆

∂T
v∗
)

(25)
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3 回転対称性

対ポテンシャル ∆ij = Vijkl⟨ckcl⟩ の対称性について議論しておく．二体相互作用は
一体の波動関数を |i⟩ としたとき，Vijkl = ⟨i|⟨j|H|k⟩|l⟩ と表せる．したがって，一般
のユニタリー変換 ci → Uijcj に対して |i⟩ = c†i |0⟩ → U∗

ii′c
†
i′ |0⟩ = U∗

ii′ |i′⟩，Vijkl →
Uii′Ujj′Vi′j′k′l′U

∗
kk′U∗

ll′ と変換されることに注意すると ∆ij → Uii′Ujj′∆i′j′，すなわち，

∆ → U∆UT (26)

と変換される．通常の物理量は Oij = ⟨cic†j⟩という形をしており，O → UOU† と変換さ

れる．このように，対ポテンシャルは変換のされ方が異なる．特に，(適当な位相変換をし

ても)U ̸= U∗ にしかならない場合に注意が必要となり，その重要な例は回転操作である．

以下ではスピン自由度のみ考えよう．回転は R = e−is·θ/2 と表せる．ここで sはパウリ

行列であり，θ は向きが回転軸，大きさが回転角となるベクトルである．sysisy = −sTi

だから，

RT = syR
†sy (27)

である．つまり，

R∆RT = R∆syR
†sy (28)

ここで，∆ = dµsµisy として dを導入すると R∆RT = RdµsµR
†isy となり，dµsµ は通

常のスピンの回転操作を受ける．すなわち，

d0isy → Rd0R
†isy = d0isy (29)

d · sisy → Rd · sR†isy = d · s′isy (30)

であり，前者はスカラー表現，後者はベクトル表現になっている．ゆえに，d は d ベク

トルと呼ばれている．また，d0 はスピン単重項，di はスピン三重項の成分ということに

なる．

この知見から，ハミルトニアン

H =

(
ϵ ∆
∆† −ϵ∗

)
(31)

をより対称性の見易い形に書き換えることができる．U = diag(1, isy)というユニタリー

行列によって H → UHU† と変換すると

H →
(

ϵ dµsµ
d∗µsµ −syϵ

∗sy

)
(32)
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とできる．dµ で表示できるので，対称性が一目瞭然である．また，syϵ
∗sy は ϵの時間反

転になっていることに注意．

4 摂動論

平均場近似とはいっても，ギャップ方程式は非線形連立方程式であり，これを厳密に解

くのは困難である．そこで何らかの量に関する摂動論を考える．例えば，超伝導転移は二

次相転移であるから転移点近傍では ∆は小さい．したがって ∆に関する摂動論が便利で

ある．さらに多体効果に関する摂動論を考えて有効相互作用を導入しても良い．こういっ

た摂動論を議論する際にはグリーン関数を用いるのが簡便である．

グリーン関数は通常の多体摂動論と同様に

Gij(τ) = −⟨Tτ ci(τ)c
†
j⟩ (33)

と定義する．これを行列と見なして単に Gと表記することもある．c(τ)の定義は c(τ) =

eτHce−τH および c†(τ) = eτHc†e−τH である*1．これに加えて超伝導状態では異常グ

リーン関数と呼ばれる以下の関数を導入する必要がある．

Fij(τ) = −⟨Tτ ci(τ)cj⟩ (34)

対ポテンシャルは ∆ij = −VijklFkl と書ける．以下では τ = 0は τ = +0と見なし，特

に引数を明示しない場合には F = F (+0)とする．F は以下の反対称性を満たす．

Fij(τ) = −Fji(−τ) (35)

また，τ を実数とすると Fij(τ)の複素共役は

F ∗
ij(τ) = −⟨Tτ c

†
j(τ)c

†
i ⟩ (36)

となることに注意．

運動方程式から Gと F の関係を見出すことができる．

−∂τ ci = [ci,H] = tijcj + Vijklc
†
jckcl (37)

から，

−∂τGij(τ) = δijδ(τ) + tikGkj(τ)− Viklm

⟨
Tτ c

†
k(τ)cl(τ)cm(τ)c†j

⟩
(38)

−∂τFij(τ) = tikFkj(τ)− Viklm

⟨
Tτ c

†
k(τ)cl(τ)cm(τ)cj

⟩
(39)

*1 一般に，ここで定義される c(τ)と c†(τ)はエルミート共役な関係ではない．
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を得る．右辺に現れた二体のグリーン関数を一体グリーン関数の積に切断する近似は平均

場理論と等価である．ここでは，∆に関するものだけ残して，

−∂τG(τ) = δ(τ) + tG(τ) + ∆F †(τ) (40)

−∂τF (τ) = tF (τ)−∆G∗(−τ) (41)

である．G,F の反対称性などに注意すると，上の方程式は以下の行列形式にまとめら

れる． (
G(τ) F (τ)
F †(τ) −G∗(−τ)

)
=

(
−∂τ − t −∆
−∆† −∂τ + t∗

)−1

δ(τ) (42)

∂−1
τ の意味は振動数表示すると明らかである．すなわち，

G(τ) = T
∑
n

e−iϵnτG(iϵn) (43)

F (τ) = T
∑
n

e−iϵnτF (iϵn) (44)

と展開すると， (
G(iϵn) F (iϵn)

F †(−iϵn) −G∗(iϵn)

)
=

(
iϵn − t −∆
−∆† iϵn + t∗

)−1

(45)

と表せる．F † の引数だけが −iϵn となっていることに注意．

以下で，転移点近傍，すなわち ∆の最低次だけ考慮したギャップ方程式を導く．零次

のグリーン関数行列を

ĝ(iϵn) =

(
iϵn − t 0

0 iϵn + t∗

)−1

=

(
(iϵn − t)−1 0

0 (iϵn + t∗)−1

)
(46)

=

(
g(iϵn) 0

0 −g∗(iϵn)

)
(47)

とおくと，∆に関して

Ĝ = ĝ + ĝ∆̂ĝ + · · · =
(

g −g∆g∗

−g∗∆†g −g∗

)
+ · · · (48)

と展開できる．つまり，線形化されたギャップ方程式が

∆ij = VijklT
∑
n

gkp(iϵn)g
∗
ql(iϵn)∆pq (49)
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と与えられる．松原和は以下のようにして実行できる．まず，常伝導状態のハミルトニア

ンを対角化しておく．この行列を U とする．すなわち，

(U†tU)αβ = ξαδαβ (50)

として，グリーン関数は

gij(iϵn) =
U†
iαUαj

iϵn − ξα
(51)

と表せる．ゆえに，

T
∑
n

gkp(iϵn)g
∗
ql(iϵn) = U†

kαUαpU
†
lβUβqT

∑
n

1

iϵn − ξα

1

−iϵn − ξβ

= U†
kαUαpU

†
lβUβq

1

2

1

ξα + ξβ

(
tanh

ξα
2T

+ tanh
ξβ
2T

)
(52)

と和が与えられる．線形化されたギャップ方程式は常伝導状態のハミルトニアンを対角化

する表示（バンド表示）で簡単になる．

∆αβ =
Vαβγδ

ξα + ξβ
tanh

ξγ
2T

∆γδ (53)

ここで，

∆αβ = UαiUβj∆ij (54)

Vαβγδ = UαiUβjVijklU
†
kγU

†
lβ (55)

これは以下の固有値問題と同じである．

∆a = Aab∆b (56)

ここで，a = (α, β), b = (γ, δ)とまとめて書いている．行列 Aは元々のハミルトニアンの

対称性をもつから，線形化されたギャップ方程式の解は系の対称群の既約表現に分解され

る．ただし，転移温度以下では ∆に関して非線形な方程式になるから，一般には異なる

既約表現が混ざりうる．
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5 外場に対する応答

5.1 スピン帯磁率

6 アンダーソン・ヒッグス機構

超伝導状態においては，電気抵抗が零になるとともに完全反磁性状態になる．これをマ

イスナー効果と呼ぶが，これは電磁波である光子が超伝導体内で質量を獲得したことに

よって発現する現象である．この現象はアンダーソン・ヒッグス機構と呼ばれている．２

００８年にノーベル物理学賞を受賞した南部陽一郎の「対称性の自発的破れ」もこの超伝

導におけるゲージ対称性の自発的破れとそれによる光子の質量獲得に着想を得ている．こ

こでは最も簡単に，超伝導の現象論によってアンダーソン・ヒッグス機構を理解する．

超伝導の秩序変数 ∆に対する現象論（ギンツブルグ・ランダウ理論）を作る．現象論

においては秩序変数の微視的表現は必要ではない．また、超伝導という情報は秩序変数が

実数ではなく複素数であるということだけで取り込めていることが（結果を見ると）知ら

れている．まず，電磁場がないときのラグランジアン密度は臨界点近傍で

L = ∆∗i∂t∆− 1

2m̃
∇∆∗ ·∇∆+ b|∆|2 + c|∆|4 (57)

の形で与えられる．b, c, m̃ は現象論では任意のパラメーターである．ただし，微視的な

理論からは m̃ はクーパー対の質量（電子質量の 2 倍）と決まる．大域的なゲージ変換

∆ → eiα∆に対してラグランジアンは不変である．すなわち，超伝導は位相の自由度をも

つ．右辺第二項目の形は回転対称性から決まる．また，臨界点近傍では ∆に関する高次

の項は重要ではなく，上式に書いた次数までで十分である．

ここで電磁場を導入する．その指導原理はゲージ原理である．つまり，クーロンポテン

シャル ϕとベクトルポテンシャルAのゲージ変換

ϕ → ϕ′ = ϕ+ ∂tχ (58)

A → A′ = A+∇χ (59)

と秩序変数のゲージ変換

∆ → eiẽχ∆ (60)

10



に対して理論が不変であるためには微分を共変微分

∇ → D = ∇− iẽA (61)

∂t → Dt = ∂t − iẽϕ (62)

に置き換えればよい．すなわち，

L = ∆∗iDt∆+D∆∗ ·D∆+ b|∆|2 + c|∆|4 + Lem (63)

が電磁場中の現象論である．ここで Lem = (E2 − B2)/2 は電磁場のラグランジアン密

度．E と B はそれぞれ電場と磁場．

さて，秩序変数を ∆ = |∆|eiθ と分ける．さらに |∆| は時空依存性がないと簡単化す
ると

L → ẽ|∆|2
(
ϕ− ∂tθ

ẽ

)
− ẽ2|∆|2

2m̃

(
A− ∇θ

ẽ

)2

+ Lem (64)

と表せる．位相 θ は縦波成分 ∂tθ, ∇θ しか現れていないので電磁場と位相の結合を見か

け上消去できる．次の量を考える．

Ã = A− ∇θ

ẽ
(65)

ϕ̃ = ϕ− ∂tθ

ẽ
(66)

これは θ/ẽという関数によるゲージ変換になっていることに注意．すると，ラグランジア

ン密度は

L = ẽ|∆|2ϕ̃− ẽ2|∆|2

2m̃
Ã2 + Lem (67)

という電磁場の理論に帰着される．Ã の運動方程式*2はローレンツゲージ ∂µÃ
µ = 0 に

おいて (
∇2 − ∂2

t −M2
)
Ã = 0 (69)

となる．ここでM = (ẽ2|∆|2/(2m̃))1/2 は光子の質量と解釈される．なぜなら，上の運動

方程式から分散関係が ω2 = k2 +M2 だからである．ここまでの導出から明らかなよう

に，光子Aが位相 θ の縦波成分を“飲み込んだ”ために“重くなった”ことになる．

*2 オイラー・ラグランジュ方程式 (
∂µ

∂

∂(∂µAν)
+

∂

∂Aν

)
L = 0 (68)
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上で見た質量獲得（アンダーソン・ヒッグス機構）は，実はマイスナー効果と等価である．

ここでは静的かつ一次元的な磁場 B = (0, 0, Bz)を考えよう．(69)式は ∂2
z Bz = M2Bz

となり解は z > 0で

Bz ∝ e−Mz (70)

という減衰波 (M2 > 0なので) の形になる．すなわち，超伝導中では磁場は指数的に減

衰してしまう．これがマイスナー効果である．明らかに，光子の質量M が磁場の減衰を

生じさせる．

7 渦

参考文献

[1] 恒藤敏彦. 超伝導・超流動, 岩波講座 現代の物理学, 第 17巻. 岩波書店, 1993. BCS

理論についてコンパクトにまとめてある．本ノートは基本的にこの本の流れに則って

いる．

[2] 山崎智史. 修士論文「フラーレン化合物における磁性と超伝導の理論」 東北大学,

2011. 多軌道系の磁性と超伝導の理論.

[3] 西川恭治, 森弘之. 統計物理学. 朝倉書店, 2000. 統計物理学というタイトルだが多体

問題の本である．経路積分から摂動展開を導入し多体問題を議論している．相転移と

臨界現象，乱れの統計力学についても紹介している．

12


